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Resumen

Se investiga la funcién objetivo para la optimizacion
de la inversion geoestadistica del campo eléctrico en me-
dios de capas planas, mediante Transformada Rapida de
Fourier y estimar la permeabilidad magnética, permitivi-
dad eléctrica y conductividad.
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Abstract

The objective function for the optimization of the
geostatistical inversion of the electric field in flat layer me-
dia is investigated, using Fast Fourier Transform and esti-
mating the magnetic permeability, electrical permittivity
and conductivity.
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Introduccion

La inversion geoestadistica es una herramienta funda-
mental en la interpretaciéon de datos electromagnéticos,
utilizada ampliamente en la geofisica para caracterizar
propiedades subterraneas a partir de mediciones de cam-
po eléctrico. Este estudio se enfoca en optimizar el proceso
de inversién aplicando la Transformada Rapida de Fourier
(FFT) a un modelo de campo eléctrico sintético, lo cual
permite manejar grandes volumenes de datos de mane-
ra eficiente. Las ecuaciones de Maxwell proporcionan el
marco tedrico para modelar la propagacién de ondas elec-
tromagnéticas en medios isotrépicos y homogéneos, y su
comprensién es esencial para determinar la respuesta del
subsuelo ante la incidencia de estas ondas. A través de la
FFT, se busca mejorar la eficiencia y precision en la estima-
cién de pardmetros como la permeabilidad magnética, la
permitividad eléctrica y la conductividad, aspectos criticos
para aplicaciones en la exploracién de recursos naturales,
estudios medioambientales y amenaza sismica. La imple-
mentacién de esta metodologia promete avances signifi-
cativos en la interpretacién geofisica, aportando valor en
contextos cientificos y de ingenieria.

Ondas electromagnéticas en la materia

Dentrodelamateria, peroenregiones dondeladensidad
macroscopica de carga eléctrica es cero, las ecuaciones de
Maxwell se vuelven (Neff, 1991: p. 127, 129, 132, 138):

V-E=0 ; V-B=0; (1)
PxE+32=0; VxH—e2—oE=0; )
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para medios isotropicos y homogéneos, donde la densidad
de flujo de eléctrico (campo de desplazamiento eléctrico
por la presencia de un dieléctrico) D = ¢E, y la intensidad de
campo magnético § = iﬁ.

Para el caso general de incidencia oblicua, en el que
la onda entrante encuentra una interface en un angulo
arbitrario 6; (Figura N° 1), supongamos que tenemos una
onda plana electromagnética monocromatica:

B, t) = Bye/®iT=on

B, 0) = (KixE)) (3)

donde K; esun vector unitario en la direccion de viaje
de la onda incidente, y dando lugar a una onda reflejada,

Ex(7,t) = Eqre/®x790 ; Br(7,0) = 21 (KexBr)  (4)
1
y una onda trasmitida,
Er(7,t) = Eore/ 7790, Br (7, £) = 12 (KypxEy) (5)
2

Las tres ondas tienen la misma frecuencia wy K , Kz ,
Kr , son los vectores de nimero de onda incidente,
reflejada y transmitida, respectivamente. La ley de Snell
indica que Sre2-2 , donde ¥1 y V; son las velocidades de

la onda incidente del medio 1 y transmitida del medio 2,
respectivamente.
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Figura N° 1. Reflexion y refraccion de la onda plana monocromatica
con polarizacién perpendicular al plano de incidencia

N\I"

Plano de Incidencia

Fuente: Morfe, (2024).

La impedancia intrinsica es (Neff, 1991; p. 184)

D —D4+ =0 (7)

_ ko . . Bi—By =0 (8)

n= i (Bt ; © N, o
donde: Hf - Hg =0 (10)

@ = oVERL[1+ G - 1F20 5 f = oVERL[1+ (1) >0

w

% : K = numero de onda.

y lavelocidad defasees v =

Los campos en el medio (1), E; + Exy B; + By junto
con los campos E7 (7, t)y By del medio (2), deben satisfa-
cer las ecuaciones de frontera (densidad de carga eléctrica
cero):

El campo eléctrico es paralelo al plano z=0 (Figura N° 1),
el cual se toma como:

Eo; = Eij; Eor = ErJ; Eor = ErJ; (11)
donde E;= campo eléctrico incidente polarizado en el eje
“y" Egr= campo eléctrico reflejado polarizado en el eje
Er=campo eléctrico transmitido polarizado en el ejey".
ecuaciones de frontera llevan a:

" n

Y.
Las
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[51(571 + ETJ;Z) - fz(EFT)] A = 0=>€,(Ey; + Egr), = €2(Eor), = 0; (12)

[ (KixEor + KexEop) =12 (KrxEor)] - =0 =>

o2 (RixEor + KexEor), = 5 (KrxEor).z; (13)
[(Bor + Eor) = (Eor))h = 0; =>

(Eor + Eor)y = (Eor)ys (14)
[~ (RixEq; + KpxEor) — - (RyxEor)lxi = 0; =>

o (RixEr + KexEop)x = o (RexEop). (15)

La ecuacién (12) es cero debido a que el campo eléctrico
incidente es paralelo al plano z =0, la ecuacién (13) usando
la ley de Snell se convierte en una duplicacién de la ecua-
cién (14). Esta ultima teniendo en cuenta la ecuacion (11)

resulta en:
E, +Eg — Ep = 0; (16)

Sustituyendo las ecuaciones (11) y (16) en la ecuacion
(15), resolviendo los productos vectoriales se obtiene:

o (B = Ep)cos(6;) = o (E1 + Eg)cos(6r), (17)
despejando el coeficiente de reflexion se tiene:
cos(8y) cos(8T)
ER _ _m __mp .
E_I - coZ(191)+co:(26T) ’ (18)
n1 n2

Tomando la permitividad eléctrica con parte real eima-
ginaria, la velocidad de fase de una onda electromagnética
plana en un medio est4 dada por la ecuacién (Neff, 1991) :

1 .
v, = ;

D
ue’ J{%{ [1+E+ 2o+

n="l7=e=z 1 es laimpedancia intrinsica del medio. (20)

(19)

donde, €' (w) es la parte real de la permitividad eléctrica
relacionada con la capacidad del material para almacenar
energia eléctricay €" (w) es la parte imaginaria de la permi-
tividad eléctrica esta asociada con la capacidad de disipar
energia en forma de calor debido a efectos resistivos de la
polarizacién y despolarizacion del dieléctrico, o es la con-
ductividad eléctrica del medio.
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Reescribiendo la ecuacién (18), el coeficiente de re-
flexién en el sistema internacional para un medio en fun-
cion del nimero de muestra 1, ( =0,1,2,...,(N-1), donde N
es el nimero de muestras totales y el tiempo de viaje de la
onda esdado por t = T * Ty, ; T, es el tiempo de muestreo),
resulta en:

_ Alr]l-jB[r] _  A[r] j*B[1]

RocaiolT] = Clt+D[r] _ C[r]+D[tr]  C[t]+D[t]’ (1)

donde:
ALE] = (costy[e])? — o [T)[(eF, [e+ 1) + (67, [r+ 11 +220 2] (cosbr)? (22)

Hro[T+LII(er [T + (e, [el+goe?]
[T+1] 2
T I P G e G i <0l N
Bl = Jaten (j e A )
AS = 2cos(8,[t])cos(B7)sin(p,[t] — @o[T + 1]); (24)
C[t] = (cosh,;[t])? + 2cos(8;)cos(87)cos(@,[t] — @o[t + 1]) - Ak;  (25)
Ak \W( [(s;u[r+11)2+(sé’u[r+1l+%)2]). (26)
Hrolt+1]° | [(epo[T)?+(ery 14522097
b [Tt [T+ 1D+ (61, [r+114+ 22072 (cosO7)? @)
Hro[T+LIL(EF [D2+ (opy e+ o2y
1 e[ UO[T(],()
- = -1 £0Wc¢ . 28
@,l7] Stan ( e ); (28)
" oolt+1]
_1 -1 sro[‘r+1]+£0wc(k> .
PolT+1] = Stan™'( ey ); (29)
2nk
wc(k) = ﬁ frecuencia angular; (30)
(r[Tlepo [Tl itro 7] [(epo X2+ (o1 [+ 221 )2)s sing) [r])2

cos(fr[t]) = [1— (31)

T N e e

Las variables para nuestro estudio en el algoritmo
de computacioén serian, T=(e},[0]..&/,[N — 1], & [0].. &/ [N — 1],
95[0]..05[N = 1, ty, [0]. .y, [N — 11, 6,[0]..6; [N = 1])
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Las variables para hacer interpretacion geofisica serian
(tr,[m], &7, [m], 0, [m]) permeabilidad magnética, permitividad
eléctrica y conductividad eléctrica respectivamente, donde
m=0,12,....,(N—1),donde N es el nimero de muestras.

Funciones a optimizar

Partiendo de la densidad de probabilidad gaussiana
marginal (Tarantola, 2005; pp. 26-29), que llamamos
densidad de probabilidad posterior:

f(D) = c.exp[-S(D)], donde (“c" es una constante de
proporcionalidad):

NOERIORRAOK (32)

$(0) = LN R Y IK] ~ YooalK'1| - Cite () 1Y K] = YimoalKI} s (33)
— jomkTD

Ymod[ ] = (Z Zl 0 ch(k)[ ] f[l] e N, (34)

SZ(T) = %ZQI’;%] EILV:_IJl Cmodil(t,v - (Il[t,] - Ilprevio[t,]) ~([e] - lprevio[t]); (35)

donde f[I] esla ondicula fuente, Caa: es la matriz de cova-
rianza resultante de la suma de las matrices de covarianzas
de la onda eléctrica observada y la debida al error del calcu-
lo. Para hallar los parametros del modelo de un medio de ca-
pas planas, la densidad de probabilidad posterior debe ser
maxima, lo cual es equivalente a tomar el minimo de la fun-
cién objetivo dada por la ecuacién (32), en consecuencia, al
optimizar esta encontramos los valores de los pardmetros
donde la funcion seria minima.

En la ecuacién (34), se tiene el producto de la
transformada discreta de Fourier DFT) de R, (7] y fI1].
La DFT es un algoritmo muy lento para senales discretas
y finitas de muchas muestras, por lo que hay que aplicar
la transformada de Fourier rapida (FFT) para N = 2" n es
un numero entero, y si N = 2" el algoritmo de Bluestein
(Chirp_Z-transform, 2024). Consideramos que la matriz de
covarianza para el ruido en los datos es del tipo diagonal
(aplicar técnicas de filtrado para mejorar la relacion sefal/
ruido antes de la inversion), es decir:
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Cyat(0,0) 0 0
Caar = ( Caar(1,1) 5 ) 1 (36)
0 0 “Caqe(N-1,N-1)

donde Caat(0,0) = Caqe(1,1)  Caqe(N —
%Zﬁ;& (YKl = EQIYTKID?.

1,N—1) =

Por lo tanto, la ecuacion (33) se convierte en:

$1(0) = 3 ZRZ3 Cade e, k) - (REY[K]} = RYmoa [K1}?

+ (S{Y K]} = S{¥imoa[KIN?);

Si tomamos el caso particular, Y[kmaxl, donde la trans-
formada rapida de Fourier de la onda eléctrica registra-
day[l],l=0,1,..,N -1, en la antena receptora del (GPR) es
maxima para la frecuencia, k = k., , la ecuacién s, () para
dicha frecuencia se convierte en:

2 1 .-

S;:(D = 3 Caat Kmax) Kmax)'

((m{y[kmax]} - 9%{Ymod [kmax]})z + (S{Y[kmax]} -

I{YmoalkmaxIN?); (37)

En consecuencia, el gradiente de $; (1) en k = kpay es:

_ 05 9si() asi(D) 9si(D) asi(D)

Vs () = (as;o [m]’ 0., [m]’ d0[m]” dptyy[m]’ somp 8
donde

as, (I
5er E,,f] = Cide (b ) -
(R IKD} = R{¥moa K1) - REGZTD + (SCV[K]} -
Shmoalk])) - SE5EET); (39)
as, (I
ae;fnz] = Cade (k) -
(R} = R [K]Y) - REGEET + (S [k} -
Smoal k1)) - SE5E2ETD: (40)
as,(I
#[”] = Cade (k. k) -
(R IKT} = R{Ymoal k1Y) - R + (S{Y[k]) -
${¥moalk]}) - SGmedly; 1)
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as; ()

W— Caat (k, k)

(RETKD = RVmoa K1) - RG22 +

(ST KT} = S{¥moal KD -3 "{‘Z,jj:d“‘] D @
as,()

90,[m] Caar (k, k)

(RY[K]} = RYimoalk]}) - 9%{62;""[;”‘}

(B[]} = I{¥moalk]D) - ‘”{aym"d 6. tml ) (43)

donde, R = partereal, 3
k = kinax

= arte imaginaria y sustituyendo

a a a
Ademas, 5 [m] prixr R poe e vy T [m] ,son las derivadas

parciales respecto a e, [ml, &.[ml, go[ml, pr,[m]y 6,[m] , respecti-
vamente. Se puede mostrar que el gradiente de $,(), para
m=0,1,2,3,.,5N-1, es:

aS; _Z

a1fm]

AU = yreoio [t * Conoa ™ (M,8) + Cunoa (1)) 3 (44)

donde:
I= (I[0]..I[N = 1], I[N]..1
I[4N]..I[5N — 1))

= (&}, [0]..&}, [N
[N —11,6,[0]..6,[N

[2N — 1],1[2N]..I[3N — 1], I[3N]..I[4N —1],

1], &/ [0].. & [N —
-1

11, 6,[0]... 0[N = 11,y [0]...

Conclusion

La implementacion de la Transformada Rapida de Fourier
en la inversion geoestadistica del campo eléctrico sintético
demuestra ser una herramienta eficaz para optimizar el
calculo de parametros geofisicos. Este método permite una
reduccién significativa en el tiempo de procesamiento de
datos, lo cual es especialmente valioso cuando se manejan
grandes cantidades de informacion. Ademds, el modelo
optimizado proporciona estimaciones precisas de las
propiedades electromagnéticas del medio, lo cual mejora la
interpretacion geofisica en la exploracién de subsuelos. En
conclusién, la FFT no solo facilita el andlisis de sefales en el
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dominio de la frecuencia, sino que también fortalece el
entendimiento de las interacciones electromagnéticas en
medios complejos, abriendo nuevas posibilidades para la
investigacion en geociencias y aplicaciones de ingenieria,
contribuyendo al avance de técnicas de exploracién y
modelado geofisico.
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